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補注１ 3.2 労働投入のディビジア指数 

本文 3.2 は、労働の質を考慮した就業者数の推移を表す指数として、

賃金を使った就業者数のディビジア指数を取り上げている。この補注

では、ディビジア指数の考え方をより詳しく述べる。 

今、生産に投入される労働の種類が n種類あるとする。本文は、一

般労働者について性 2 区分、学歴 4 区分、年齢階級 12 区分、勤続年

数階級 9 区分、計 864（2×4×12×9）種類、短時間労働者について

性 2区分、年齢階級 12 区分、勤続年数階級 7 区分（2011 年の場合）、

計 168（2×12×7）種類、合せて 1032 種類である。 

この n 種類の労働が一定の間に投入される労働投入量をそれぞれ

L1、…Ln と置く。また、それぞれの賃金率を w1、…wn と置く。それ

ぞれ延べ労働時間数（単位は人・時間）と 1 人 1時間当たりの賃金で

ある。ただし本文では、使用する賃金構造基本統計調査の表章に沿っ

て、労働者数（単位は人）と 1 人当たり月間所定内給与額としている。 

賃金を使った労働投入のディビジア指数 L とは、次の前提 A と前

提 Bから導かれる式⑤（又は⑥）を使って算出するものである。Lは、

L1、…Ln、w1、…wn の値に応じて値を変える関数であるが、以下では

w1、…wnを略して L(L1、…Ln)、または単に Lと表す。 

A 労働の種類のすべての組み合わせ i と j に関し、L の Liに関す

る偏微分係数∂L/∂Liと、Ljに関する偏微分係数∂L/∂Ljの比は、

それらの賃金率の比 wi/wjに等しい。 பLபL౟பLபLౠ = w୧w୨      ⋯ ⋯① 

これは、労働投入が 1 単位だけ増えたときのディビジア指数の増分

が、労働の種類によって賃金率の比だけ異なるということである。労

働の種類がイとロの 2 種類の場合を例にとると、種類ロの賃金率が種

類イの 2 倍であれば、ロの労働投入が 1単位増えたときのディビジア

指数の増分は、イの労働投入が 1 単位増えたときのそれに比べて 2
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倍になるということである。 

①から、L の Lkに関する偏微分係数∂L/∂Lkと賃金率 wkの比は、

労働の種類 k によらず一定である。これを 1／ω と置く。 பLபLౡw୩ = 1߱      ⋯ ⋯①´ 

B L は L1、…Lnに関し一次同次である。すなわち a＞0 を任意の

正の実数として、L1、…Lnを一斉に a倍にすると、Lも a倍とな

る。 

L(aL1、…aLn)＝aL(L1、…Ln)  ……② 

これは、すべての生産要素が一斉に a倍になれば生産量も a倍にな

るという生産関数についてしばしば想定される仮定を、L1、…Lnの関

数 Lに当てはめたものである。一次同次の関数については、a を任意

の正の実数として aL(L1、…Ln)＝L(aL1、…aLn)であるから、両辺を a

で微分し、aを 1と置くことで、 L(Lଵ, ⋯ L୬) = ∂L∂L１

Lଵ + ⋯ + ∂L∂L୬ L୬  ⋯ ⋯③ 

が成り立つ（一次同次式に関するオイラーの定理）。 

注 前提 Aは、n種類の労働それぞれに関して、いわゆる限界生産力命題等の成立

を想定すれば成り立つ。今、労働以外の生産要素の投入量は一定とし、生産量 Y

は L1、…Lnのみの微分可能な関数 F で表されるとする。Y＝F(L1、…Ln)である。

生産物の価格 p、各労働の種類の賃金率 w1、…wnは所与（定数）とする。労働の

総賃金コスト C は、C＝w1Ｌ1＋…＋wnLnとなる。利益は、労働以外の要素の投入

に係る費用を Dと置くと、pY－（C＋D）となる。Dは、労働以外の生産要素の投

入量は一定としているので一定とする。C は労働投入量 L1、…Lnに応じて変わる。

今、総賃金コスト Cが変わらないという条件の下で、利益 

pY－（C＋D）が最大となるように、各労働の種類の労働投入量が決まるとする。

そうなる必要条件は、各労働の種類の当該労働投入量における限界生産力∂F/∂

Li（i＝1,…n）が、当該労働の種類の実質賃金率 wi/p に等しいことである。これ

が限界生産力命題である。さらに、生産量 Y の関数 F は、別の 1 変数の関数 G

と Lの合成関数になるとする。すなわち、ある 1変数の関数 Gがあって、生産量

Y＝F(L1、…Lｎ)＝G(Ｌ(L1、…Ｌn))が成り立つものとする。G は L の微分可能な

関数でもあるとする。各労働の種類の限界生産力∂F/∂Liは、Fが Gと Lの合成

関数となることから、∂G/∂L×∂L/∂Liとなる（i＝1,…n）。以上から、次のと

おり、①が導かれる。2 番目の等式が F は G と L の合成関数であることから、3

番目の等式が限界生産力命題から、それぞれ成立する。 
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பLபL౟பLபLౠ
= பGபLபGபL ∙ பLபL౟பLபLౠ

= பFபL౟பFபL୨ = ୵౟୮୵ౠ୮ = w୧w୨ 
なお、①自体は、限界生産力命題の成立を必ずしも必要としない。 

 

等式③の右辺の各∂L/∂Lkに①´の関係を使うと、 L(Lଵ, ⋯ L୬) = ෍ ௞߱ݓ L୩ = C߱
  ⋯ ⋯④

୬
୩ୀଵ  

C は、C＝w1L1＋…＋wnLnで、労働の総賃金コストである。 

ここで、各労働の種類の労働投入量 Li が時間の経過とともに変化

した場合に、ディビジア指数 Lがどのように変化するのかみる。L(L1、

…Ln)の各変数 L1、…Lnは、時間の経過と共に変化する時刻 t の微分可

能な関数と考える。L(L1、…Ln)は t の関数となる。t で微分すると、

一般に、 dLdt = ෍ ∂L∂L୩ ∙ dL୩dt୬
୩ୀଵ  

が成立する（w1、…、wnは時刻 tの関数とは考えない）。①´から dLdt = ෍ ∂L∂L୩ ∙ dL୩dt୬
୩ୀଵ = ෍ w୩߱୬

୧ୀଵ ∙ dL୩dt = L ෍ w୩L୩C୬
୩ୀଵ ∙ dL୩dt ∕ L୩ 

すなわち ୢLୢ୲L = ෍ w୩L୩C ∙ ୢLౡୢ୲L୩
୬

୧ୀଵ   ⋯ ⋯ ⑤ 

となる。⑤式は、ディビジア指数 Lの満たすべき時刻 tに関する微分

方程式である。左辺はディビジア指数 L の増減率に相当する。ディビ

ジア指数とは、各労働の種類の労働投入量 Lk（k＝1,…n）の増減率

(dLk/dt)／Lkを、当該労働の種類 kの賃金コスト wkLkが総賃金コスト

C＝w1L1＋…＋wnLn に占める割合で加重平均したもので増減するもの

である。 
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そこで、 

・まず、各労働の種類の労働投入量の増減率を、当該労働の種類の

賃金コストが総賃金コストに占める割合で加重平均する。 

・次に、その加重平均して得た率を累積し、ある特定時点を 100

とする各時点の値を得る。 

こうして得た値をディビジア指数とする。 

 

次に、ディビジア指数の増減率と、各労働の種類の労働投入量の単

純な合計の増減率との関係をみる。そのため、各労働の種類の構成比

を使った形に⑤を書き直す。労働投入量の単純な合計を B、各労働の

種類の労働投入量の構成比を bkと置く。 

B＝L1＋…＋Ln   Lk＝Bbk 

である。Lk、B、bkはいずれも時刻 tの関数である。Lk＝Bbkの両辺を

tで微分すると、 dL୩dt = dBdt b୩ + B db୩dt  
これを⑤の右辺に代入する。Lk＝Bbkであること、C＝w1L1＋…＋wnLn

で、 ෍ w୩L୩C୬
୩ୀଵ = 1 

であることに注意して整理すると、⑤は次のとおりとなる。 ୢLୢ୲L = ෍ w୩L୩C ∙ ୢୠౡୢ୲b୩
୬

୩ୀଵ + ୢBୢ୲B   ⋯ ⋯⑥ 

この⑥が、ディビジア指数の増減率（左辺）と各労働の種類の労働

投入量の単純な合計 B の増減率との関係がわかるように、⑤を変形

した式である。ディビジア指数の増減率は、次の二つの合計であるこ

とがわかる。 
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ⅰ ⑥右辺第 1 項 各労働の種類の構成比の増減率 dbk／dt／bk

を、当該労働の種類の賃金コストの総賃金コストに占める割

合ｗkＬk／C で加重平均したもの 

ⅱ ⑥右辺第 2 項 労働投入量全体 Bの増減率 

ⅰが、ディビジア指数の増減率と労働投入全体 B の増減率との差

で、本文で「労働の質の変化率」と呼ぶ部分である。 

この⑥式は、各労働の種類の賃金率 w1、…wnの加重平均を w（全労

働者の平均賃金率） 

w＝(w1L1＋…＋wnLn)／(L1＋…＋Ln)＝C／B 

と置くと、さらに次の⑦に変形される。ここで w＝C／B、Lk＝Bbkで

ある。また、構成比 b1、…bnの合計は 1 であるから、各構成比の時刻

tで微分した微分係数の合計は 0であること、すなわち、 dbଵdt + ⋯ ⋯ + db୬dt = 0 
を使う。 ୢLୢ୲L = ෍ (w୩ − w)L୩C ∙ ୢୠౡୢ୲b୩

୬
୩ୀଵ + ୢBୢ୲B   ⋯ ⋯ ⑦ 

これから、右辺第 1項の正負、つまり労働の質の変化率と呼ぶもの

の正負は、各労働の種類の賃金率 wkと全体の平均 w の差と、労働の

投入量の構成比の増減率(dbｋ/dt)／bkの大きさなどによって決まるこ

とがわかる。 

注 w は、w1、…、wnの加重平均であるから、w と wkとの大小関係は労働の種

類 kによって様々である。また、db1/dt＋…＋dbｎ/dt＝0であるから、 

dbk/dtの正負は労働の種類 kによって様々である。 

特に、 

・賃金率が全体の平均より高い（wk＞w）労働の投入量の構成比が

上昇 

（dbｋ/dt＞0）し、 

・賃金率が全体の平均より低い（wk＜w）労働の投入量の構成比が
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低下 

（dbｋ/dt＜0）するとき、 

右辺の第 1項が正となり、ディビジア指数の増減率が労働投入量全体

の増減率（右辺の第 2 項）を上回る、つまり、労働の質の変化率と呼

ぶ値が正で、労働の質が上昇することがわかる。賃金率が限界生産力

に等しいとすれば、右辺の第 1項はまさに「労働の質の変化分」と呼

ぶのに相応しいことがわかる。 

注 賃金率が限界生産力に等しいことに加え、限界生産力の高い労働が、質の

高い労働であることも暗に前提としている。ディビジア指数そのものは、賃

金の高い労働者層が相対的に増えれば、労働者数の増加率よりも高い増加率

となるように計算したものでしかない。 

また、賃金率が労働の種類に依らない、つまり各 k で wk＝wのとき

は、右辺第 1項は 0で、ディビジア指数の増減率は労働投入量全体の

増減率と同じであることなどもわかる。 

 

（実際の計算） 

実際の計算に用いる資料は、賃金構造基本統計調査による常用労働

者（一般労働者と短時間労働者）の統計で、労働投入量は 6月末時点

の労働者数、賃金率は 6月分の所定内給与額である。 

⑤（又は⑥）は時刻 tの微分可能な関数の微分方程式で、これを賃

金構造基本統計調査のような 1年に 1回、特定月の統計に当てはめな

くてはならない。 

そのため、tを年単位の連続変数と考え、⑤を時刻 t年から t＋1年

まで積分する。 

න ୢLୢ୲L୲ାଵ
୲ dt = ෍ න w୩L୩C ∙ ୢLౡୢ୲L୩ dt୲ାଵ

୲
୬

୩ୀଵ  

すなわち、 ln൫L(t + 1)൯ − ln൫L(t)൯ = ෍ න w୩L୩C ∙ பLౡப୲L୩ dt୲ାଵ
୲

୬
୩ୀଵ  ⋯ ⋯⑧ 
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ここで lnは自然対数関数である。 

注 一般に tの関数 f(t)（＞0）の微分 df/dtを fで割った（df/dt)／fの積分は ln(f)

である。 

න ୢ୤ୢ୲f(t)ୠ
ୟ dt = ln൫f(b)൯ − ln (f(a)) 

また、 ln൫f(b)൯ − ln൫f(a)൯ = ln ቆf(b)f(a)ቇ ≅ f(b) − f(a)f(a)  

であるから、ln(f(b))－ln(f(a))は、f(b)の f(a)に対する増減率に相当する。 

右辺の∑の中の各項は、積分形の平均値の定理から、0 以上 1以下の

ある θkがあって、t＋θkにおける w୩L୩C ∙ ୢLౡୢ୲L୩  

の値に等しいが、これを、 12 ቆw୩L୩C (t + 1) + w୩L୩C (t)ቇ × ൫ln൫L୩(t + 1)൯ − ln (L୩(t))൯ 
で近似する。 

実際の計算は、2011 年のディビジア指数であれば、まず一般労働

者の性、学歴、年齢階級、勤続年数の別に、また、短時間労働者の性、

年齢階級、勤続年数の別に、次の率を計算し合計する。これが⑧の右

辺に相当し、⑧の左辺 ln(L(2011 年))－ln(L(2010 年))の値である。 

1  当該労働者種類の 2011 年所定内給与額×労働者数 
― ─────────────────────── 
2   n種類ある各労働者種類の 2011 年所定内給与額 

×労働者数の合計 

当該労働者種類の 2010 年所定内給与額×労働者数 
＋──────────────────────── 

n 種類ある各労働者種類の 2010 年所定内給与額 
×労働者数の合計 

×当該労働者種類の 2011 年と 2010 年の労働者数の対数値の差 
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一方、⑥を時刻 tから t＋1まで積分すると、 

න பLப୲L୲ାଵ
୲ dt = ෍ න w୩L୩C ∙ பୠౡப୲b୩ dt + න பBப୲B୲ାଵ

୲
୲ାଵ

୲
୬

୩ୀଵ dt    
すなわち、 

ln൫L(t + 1)൯ − ln൫L(t)൯ = ෍ න w୩L୩C ∙ பୠౡப୲b୩ dt୲ାଵ
୲

୬
୩ୀଵ  

+ ln൫B(t + 1)൯ − ln൫B(t)൯ ⋯ ⋯⑨ 

右辺の ln(B(t＋1))－ln(B(t))は、2011 年のディビジア指数でいえば、

賃金構造基本統計調査による2011年と2010年の常用労働者数の対数

値の差（常用労働者数の増減率）である。先に求めた 

ln(L(2011 年))－ln(L(2010 年)) 

からこの ln(B(2011 年))－ln(B(2010 年))を差し引いて得た値、 ቄln ቀL൫2011 年൯ቁ − ln ቀL൫2010 年൯ቁቅ− ቄln ቀB൫2011 年൯ቁ − ln (B൫2010 年൯)ቅ 
が、⑨式によれば、 

෍ න w୩L୩C ∙ ୢୠౡୢ୲b୩ dtଶ଴ଵଵ
ଶ଴ଵ଴

୬
୩ୀଵ  

であり、2010 年から 2011 年にかけた労働の質の変化率に相当する。 
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補注２ 7.6 行列の収束 

本文の範囲であれば 3 次の正方行列について示せば事足りるが、一

般に成り立つ性質なので、一般の行列で説明する。以下、各成分が正

で、各列とも列和が 1 である n 次元の正方行列 A=(aij)、aij>0、∑ ܽ௜௝௡௜ୀଵ = 1について 

1) A の m 乗A୫も各成分が正で、各列の列和が 1であること、 

2)3)4) A の m 乗は、m を無限大にすると、一定の行列 A*に収束す

ること、 

5)6) 各成分が正で和が 1 である状態ベクトル X に、A の m 乗を乗

じて得るベクトル A୫X が、m を無限大にするときに収束するベ

クトル X*=A*X も状態ベクトルであって、しかも、初期値 X によ

らず、また、A を乗じても、A*を乗じても不変であること（定常

状態）、AX*=X*、A*X*=X* 
を示す。 

 

1) 正値、列和の継承性 

行列 A=(aij)の m 乗 Amをቀa୧୨(୫)ቁと書く。Am+1=AAm=AmA である 

から、 a୧୨(୫ାଵ) = ෍ a୧୩a୩୨(୫)୬
୩ୀଵ = ෍ a୧୩(୫)a୩୨୬

୩ୀଵ  

である。a୧୨(୫) > 0、∑ a୧୨(୫)୬୧ୀଵ = 1 が成立すれば、この式から、a୧୨(୫ାଵ) > 0 は明らかであり、 ෍ a୧୨(୫ାଵ) = ෍ ෍ a୧୩a୩୨(୫)୬
୩ୀଵ

୬
୧ୀଵ

୬
୧ୀଵ = ෍ ෍ a୧୩a୩୨(୫)୬

୧ୀଵ
୬

୩ୀଵ = ෍ a୩୨(୫)୬
୩ୀଵ = 1 

となり、m+1 でも成立するので、数学的帰納法によりすべての m
について列和＝1が成り立つ。 

2) 各行の最大値、最小値の評価 

行列 A=(aij)の成分の最小値を γ とする。A の列和が 1 であるの
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で、 0＜γ≦1/n  …① 

が成立する。また、Amの i行の各成分a୧୩(୫)
(k=1,2,…,n)の最大値をg୧(୫)

、

最小値をl୧(୫)
とし、最大値、最小値を取る列 k の値をそれぞれk୥、k୪と

する（複数あればそのうちの 1つ）。Am+1=AmA における i 行を考え

てみる。Amの i 行の各成分の 1つは最小値 l୧(୫)
であり、その他は最

大値 g୧(୫)
以下であるから、 

a୧୨(୫ାଵ) = ෍ a୧୩(୫)a୩୨୬
୩ୀଵ = l୧(୫)a୩ౢ୨ + ෍ a୧୩(୫)a୩୨୩ஷ୩ౢ ≦ 

l୧(୫)a୩ౢ୨ + ෍ g୧(୫)a୩୨୩ஷ୩ౢ = ൫l୧(୫) − g୧(୫)൯a୩ౢ୨ + g୧(୫) ෍ a୩୨୬
୩ୀଵ = 

g୧(୫) − ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯a୩ౢ୨ ≦ g୧(୫) − γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯  …② 

最後の等式は列和が 1 であること、γ がすべての成分の最小値であ

ることを使った。 

同様に、Amの i行の各成分の 1つは最大値 g୧(୫)
であり、その他は

最小値 l୧(୫)
以上であるから、 

a୧୨(୫ାଵ) = ෍ a୧୩(୫)a୩୨୬
୩ୀଵ = g୧(୫)a୩ౝ୨ + ෍ a୧୩(୫)a୩୨୩ஷ୩ౝ ≧ 

g୧(୫)a୩ౝ୨ + ෍ l୧(୫)a୩୨୩ஷ୩ౝ = ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯a୩ౝ୨ + l୧(୫) ෍ a୩୨୬
୩ୀଵ = 

l୧(୫) + ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯a୩ౝ୨ ≧ l୧(୫) + γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯  …③ 
②と③により、Am+1の i行の各成分a୧୩(୫)

(k=1,2,…,n)について次の

不等式が成立する。 l୧(୫) + γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯ ≦ a୧୩(୫ାଵ) ≦ g୧(୫) − γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯ …④ Am+1 の i 行の各成分は、Amの i 行の最大値、最小値、両者の差、さ

らに A の各成分の最小値で評価できることを表している。 
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3) 各行の最大値、最小値の収束 

④と、最大値、最小値の定義から、以下の不等式が成り立つ。 l୧(୫) + γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯ ≦ l୧(୫ାଵ) ≦ a୧୩(୫ାଵ)
 ≦ g୧(୫ାଵ) ≦ g୧(୫) − γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯ …④ 

④式の一番左の項はさらに l୧(୫) ≦ l୧(୫) + γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯ 
一番右の項はさらに、 g୧(୫) − γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯ ≦ g୧(୫)

 

である。これから、数列 l୧(୫)(m=1,2,..)は単調増加で上に有界、数

列g୧(୫)(m=1,2,..)は単調減少で下に有界となり、それぞれ、極限

が存在することがわかる。 

4) 行列の収束 

数列g୧(୫)
とl୧(୫)(m = 1,2, . . )の極限をそれぞれg୧、l୧と置く。g୧=l୧が、

以下のようにして示される。④式により、 g୧(୫ାଵ) ≦ g୧(୫) − γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯ −l୧(୫ାଵ) ≦ −l୧(୫) − γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯ 
辺々を足し合わせ、 g୧(୫ାଵ) − l୧(୫ାଵ) ≦ g୧(୫) − l୧(୫) − 2γ൫g୧(୫) − l୧(୫)൯= (1 − ൫g୧(୫)(ߛ2 − l୧(୫)൯ 
よって、 0 ≦ g୧(୫ାଵ) − l୧(୫ାଵ) ≦ (1 − ୫൫g୧(ଵ)(ߛ2 − l୧(ଵ)൯ …⑤ n が 2 以上であれば、行列の各成分の最小値は 2 分の 1 以下である

から、m→∞のとき、⑤式の右辺→0 となり、g୧=l୧がわかる。（n=1
の場合は行列 A=(1)で自明。） 

この極限値を改めて αiと書く。行列 A=(aij)の累乗 Amの第 i行は、

ｍ→∞のとき、各列の成分が全て αi に収束する。ｍ→∞のときのAm の極限を A*と書けば 
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A∗ = ൭αଵ ⋯ αଵ⋮ ⋱ ⋮α୬ ⋯ α୬൱、各ߙ୧ > 0、∑ ୧௡௜ୀଵߙ = 1 
である。さらに、a୧୨(୫ାଵ) = ∑ a୧୩a୩୨(୫)୬୩ୀଵ の極限を考えると、 α୧ = ∑ a୧୩α୩୬୩ୀଵ   …⑥ 

が成り立つ。 

5) 状態ベクトルの極限 

各成分が正で合計が1であるベクトルX（状態ベクトル）に対し、

ベクトルの列 ܺ、Aܺ、ܣଶܺ、ܣଷܺ、… … 

の極限ܣ∗ܺは、i 行の各列の値が等しく αiで、ベクトル X は成分の

合計が 1 であるから、A∗Xの第 j 成分は αjである。つまり、初期値X に関係なく一定の値である。極限を X*と書く。 ܺ∗ = ൭ߙଵ⋮ߙ௡൱ = lim୫→ஶ A୫ X 
6) 定常状態 A*X*の第 i 成分、AX*の第 i成分をみると、前者は∑ ௝௡௝ୀଵߙ௜ߙ = ௜にߙ

等しく、後者∑ a୧୩α୩୬୩ୀଵ は、⑥式により、やはり αiに等しい。すな

わち、 A*X*=X*、AX*=X* 
であり、X*は A*と A の両方について、定常状態となっている。 
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補注３ 7.6 移動率行列 

状態 j から状態 i に単位時間の間に移動する総件数は、状態 j の人

数に比例するとする。比例定数を bij（時間によらない定数）と置き、

移動率と呼ぶ（本文参照）。また、行列(bij)を移動率行列と呼ぶ。 

○この前提を置けば、単位時間経過前と後の各状態相互の関係（本文

にいう‘就業状態の変化を示す行列 A’）がわかっているとき、移

動率 bijが求まることを以下に示す。 

 

状態 jの時刻 tにおける人数を xj(t)と置く。状態 jの時刻 tにおける

人数と時刻 t＋Δtにおける人数の差は、その間、状態 j に他の状態か

ら流入した総件数と、状態 j から他の状態に流出した総件数の差であ

る。Δt時間に、他の状態 i から状態 j に流入した総件数は 

Δt･bjixi(t)、 

であり、状態 jから状態 iに流出した総件数は 

Δt・bijxj(t) 

である。ここで状態 iは、状態 j以外のすべての状態である（i＝1,2,

…n、≠j）。したがって、時刻 tにおける人数と時刻 t＋Δt における

人数の差 xj(t＋Δt)－xj(t)は、 

xj(t＋Δt)－xj(t)＝Δt・Σi≠j｛bjixi(t)－bijxj(t)｝ 

と表される。ここで bjj＝1－Σi≠jbijと定義すれば、 

xj(t＋Δt)－xj(t)＝Δt・｛Σi≠jbjixi(t)＋(bjj－1)xj(t)｝--- ① 

今、B=(bij)（移動率行列）、X(t)=(xj(t))（状態ベクトル）と置き、I

を単位行列として、①式を行列表示すると、 X(t + Δt) −X(t)=Δt・(B−I)X(t) 
となる。 X(t + ∆t) − X(t)∆t = (B − I)X(t) 
であり、 とすると 0t
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ௗ௑ௗ௧ =(B−I)X(t)--- ② 

微分方程式②の基本解は、行列の指数関数 exp (t(B − I)) = ෍ (B − I)୩k!ஶ
୩ୀ଴ t୩ 

であり、X(0)を初期ベクトルとすれば、 ܺ(ݐ) = exp (t(B − I))X(0) ―――― ③ 

が初期条件を満たす②の解である。 

③から、X(T)と X(T + 1)の間には、 X(T + 1) = exp (B − I)X(T) 
という関係があることになる。 

一方、X(T)から 1期後経過後の X(T+1)は、就業状態の変化を示す行

列 A によって、X(T + 1)=AX(T)という関係にある。したがって、 A = exp (B − I) ―――― ④ 

対数関数 log(1 + ∑のマクローリン展開 (ݔ (ିଵ)ౡషభ୩ஶ୩ୀଵ x୩ (|x|<1)に、 

ノルムが 1 未満の行列 F を代入した行列は log(ܫ + と書かれ、exp (log(I(ܨ + F)) = I + F を満たす。F のノルムは、各行の成分の合計

の最大値 maxଵஸ୧ஸ୬ ∑ หF୧୨ห୬୨ୀଵ （Fij は F の成分）で評価される。 

この記号を使えば、行列 A－I のノルムが 1 未満であれば、log(A)=log(I+(A‐I))が求まり、④から行列 B は I+log(A)ということに

なる。 B=I + log(A) 
行列 A－I のノルムは、i＝1,2,…,n,≠jとして、 |a୧୧ − 1| + ෍ หa୧୨ห୬

୨ୀଵ,୨ஷ୧ = 2(1 − a୧୧) 
の最大値である。A の対角成分（同じ状態が継続する割合）がすべて

0.5 より大きいときは、この最大値が 1未満となり、log(A)が求まる。 
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○次に、定常状態にあっては、時刻 T から時刻 T+1 までの間におけ

る状態 j から i への総移動件数の xj(T)に対する割合が bij となるこ

とを示す。 

時刻 T から時刻 T+1 までの j から iへの総移動件数は、bij が時間に

よらない定数であるから、 න b୧୨x୨(t)dt =Tାଵ
୲ୀT b୧୨ න x୨(t)dtTାଵ

୲ୀT  

である。積分の平均値の定理から、׬ x୨Tାଵ୲ୀT (t)dtは、x୨(T + θ)   0 < ߠ < 1
と評価できる。 

したがって、これの xj(T)に対する割合は、0<θ<1 で、 bijxj(T+θ) 
────── xj(T) 

と表せる。定常状態となれば、分子の xj(T+θ)と分母の xj(T)は同じ
となり、xj(T)に対する割合は bij となる。 

 

○また、行列 A の定常ベクトル X*は、移動率行列 B の定常ベクトル

でもある。(A−I)X*=0（零ベクトル）であるから、 BX∗ = ൭I + ෍ (−1)୩kஶ
୩ୀଵ (A − I)୩൱ X∗ = X∗ 
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補注４ 7.6 失業継続期間 

補注 3の移動率行列(bij)とその前提から、失業の発生から終了（失

業の状態でなくなる）までの期間の長さの期待値が、定常状態にあっ

ては 1/(b12+b32)となることを導く。以下、b12+b32 を改めて γ と置く

（γ=1−b22 でもある）。失業状態にある者は、単位時間当たり、常に

その γ の割合に相当する者が別の状態に移る、つまり失業が終了する、

これが前提である。 
失業の発生から終了までの期間の長さの期待値は、失業発生から時

間 t だけ経過した時刻で失業が終了する確率密度関数 f(t)の期待値׬ t ∙ f(t)dt୲ୀஶ୲ୀ଴ にほかならない。前提を満たすような確率密度関数を求

め、期待値の計算を行う。 
今は定常状態で考えるから、単位時間当たりの失業発生数(失業の

発生密度)を一定とし、a と置く。発生した失業は、確率密度関数 f(t)
（t は失業発生からの経過時間）の示す確率に沿って終了する。 
この失業の発生密度 a と失業終了の確率密度関数 f(t)から、時刻 0

で失業状態にあって、時刻 T（≧0）においても継続して失業状態に

ある者（以下「継続失業者」）の数の期待値 U(T)を次のように表せる。 U(T) = ׬ a݀ݏ ቀ1 − ׬ f(t − s)݀ݐT୲ୀୱ ቁ଴ୱୀିஶ  ……① 
時刻 s（＜0）から微小時間 ds において ads だけ失業が発生する。時

刻 s から時刻 T までの間に失業が終了する確率は׬ f(t − s)݀ݐT୲ୀୱ で、1 − ׬ f(t − s)݀ݐT୲ୀୱ が、時刻 s から時刻 T までの間に失業が終了しない

確率である。これに ads を乗じたa݀ݏ ቀ1 − ׬ f(t − s)݀ݐT୲ୀୱ ቁが、時刻 s
に発生した失業 ads のうち、時刻 T で失業のままとなっている数の期

待値となる。今は、時刻 0 で失業状態にあった者のその後の継続状況

を考えるので、a݀ݏ ቀ1 − ׬ f(t − s)݀ݐT୲ୀୱ ቁを、発生時刻 s=－∞から 0 ま

で積み上げることになる。この積み上げを示す式が①式である。 
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①は、次のように、時刻 T に依らない部分と依る部分とに分けられ

る。前者は、単位時間当たり a だけ定常的に発生してきた失業の時刻0 における累積数（失業者数）の期待値に相当する。 U(T) = න a݀ݏ ቆ1 − න f(t − s)݀ݐ଴
୲ୀୱ ቇ଴

ୱୀିஶ − න a݀ݏ න f(t − s)݀ݐT
୲ୀ଴

଴
ୱୀିஶ  U(T)を T で微分すると、第 1 項は T に依らないのでゼロとなり、 Uᇱ(T) = −a න f(T − s)଴

ୱୀିஶ ݏ݀ = −a න f(s)݀ݏஶ
ୱୀT  

となる（二つ目の等式は、発生からの経過時間を示す変数 T‐s を改

めて s と置く変換をしたもの）。U を再度 T で微分すると、 Uᇱᇱ(T) = a ∙ f(T) ……② 
一方、失業状態にある者は、単位時間当たり γ の割合で、失業が終

了するとする前提であった。継続失業者数の期待値 U(T)も、単位時

間当たり γ の割合で減少していくとする。これを微分の形でいえば、 dU=−dt･γU(T) 或いはUᇱ(T) = −γU(T) ……③ 
②と③から、 f ᇱ(T) = −γ ∙ f(T) 

が導かれる（③を T で微分して②を代入、再度 T で微分して②を代

入することで得る。）。これと f(T)が確率密度関数であって、T（発生

からの経過時間）を 0 から無限大まで積分すれば 1 となることから、 f(T)=γ･exp(-γT) ……④ 
であることがわかる。これは、最初（T=0）が γ で、以後、時間の経

過とともに、指数関数的に 0 まで漸減していく関数である。 
この確率密度関数④の期待値は、 න t ∙ dtஶ(ݐ)݂

଴ = න t ∙ γexp(−γt)dt = 1γஶ
଴ = １bଵଶ + bଷଶ 

である。 
注 失業が終了する確率密度関数を、労働者の属性等に依らず、一種類で考
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えている点は留意が必要と思われる。 
参考１ 時刻 T における継続失業者数の期待値 U(T)は、②から、 U(T) = aγ exp (−γT) 

と表される。常に時間当たり a だけ失業が発生し、かつ、失業発生から時

間 T だけ経過したときに失業が終了する確率密度関数が④で与えられる

ときの失業者数の期待値は a/γ である。これは、例えば時刻 0 における失

業者数の期待値׬ a݀ݏ ቀ1 − ׬ f(t − s)݀ݐ଴୲ୀୱ ቁ଴ୱୀିஶ を計算してみればわかる。U(0)=a/γ で、②を満たす関数がU(T) = ୟஓ exp (−γT)である。 
参考２ 発生からの経過時間 t における失業終了の確率密度が f(t)=γ･exp(-γt)で与えられるとき、時刻 T（>0）においても失業の状態にあ

る場合は、時刻 T 以降の各時刻 T+s（s>0）における失業終了の確率密

度は γ･exp(-γs)で与えられる。同じ関数形となる。 
これは、時刻 T において失業の状態にあるという条件付の確率であ

る。時刻 T で失業状態にある確率が1 − ׬ f(t)݀ݐ௧்ୀ଴ であるから、 f(T + s)1 − ׬ f(t)݀ݐ௧்ୀ଴  
である。これに、f(t)=γ･exp(-γt)を代入することで得る。 

参考３ 時刻 0 における失業者数 u0 のうち、時刻 t において継続して失業し

ている者の数が u0･exp(-γt)で与えられるとき、u0 だけいる時刻 0 におけ

る失業者の時刻 0 以降の失業期間の平均は 1／γ となる。 
 

 

 

 

 

 

 

 
t=1/(-γ)log(u/u0) u=u0・exp(-γt)を t につい

て解いたもの

0 時刻

失業者数 u u0

u 
時刻 0からの失業期間ｔ 

失業者数 u=u0・exp(-γt) 
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時刻 t と t+Δt の間に、失業者数は u=u(t)から u+Δu=u(t+Δt)に、Δu=-Δtγu(t)だけ減る。この者たちの時刻 0 以降の失業期間は t と置ける。t は u を

使って、t=1/(-γ)log(u/u0)と表される。 
時刻 0 における失業者(u0 だけいる)の失業期間の平均は、 1u଴ න t୳బ଴ du = 1u଴ න 1(−γ)୳బ଴ log ൬ uu଴൰ du = 1γ = 1bଵଶ + bଷଶ 
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