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III. 補注 

 

補注1 3.2 労働投入のディビジア指数 

 

本文 3.2 は、労働の質を考慮した就業者数の推移を表す指数として、ディビ

ジア指数を取り上げている。この補注では、ディビジア指数の考え方をより詳

しく述べる。 

今、生産に投入される労働の種類がｎ種類あるとする。以下に述べるように

賃金を用いて計算するので、賃金の水準に応じて分ける。本文は性 2 区分、学

歴 4 区分、年齢階級 12 区分、勤続年数階級 9 区分の別、計 864（2×4×12×9）

種類としている。 

このｎ種類の労働が一定の間に投入される量、労働投入量をそれぞれＬ1、…

Ｌｎと置く。また、それぞれの賃金率をｗ1、…ｗｎと置く。それぞれ延べ労働

時間数（単位は人・時間）と 1 人 1 時間当たりの賃金である。ただし本文は、

使用する賃金構造基本統計調査の表章に沿って、労働者数（単位は人）と 1 人

当たり月間所定内給与額としている。 

労働投入のディビジア指数Ｌは、次の前提Ａと前提Ｂから導かれる式⑤（又

は⑥）を使って算出する。Ｌは、Ｌ1、…Ｌｎ、ｗ1、…ｗｎの値に応じて値を変え

る関数であるが、以下ではｗ1、…ｗｎを略してＬ(Ｌ1、…Ｌｎ)、または単にＬ

と表す。 

Ａ すべての労働の種類の組み合わせ i と j に関し、ＬのＬiに関する偏微分

係数∂Ｌ/∂Ｌi と、Ｌｊに関する偏微分係数∂Ｌ/∂Ｌｊの比は、それらの

賃金率の比ｗｉ/ｗｊに等しい。 

∂L
∂L୧
∂L
∂L୨

ൌ
w୧

w୨
 ①ڮڮ     

これは簡単に言うと、労働投入が１単位だけ増えたときのディビジア指

数の増分を労働の種類の間で比べると、それぞれの賃金率の比になるとい

うことである。労働の種類がイとロの 2 種類の場合を例にとると、種類ロ
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の賃金率が種類イの 2 倍であれば、ロの労働投入が１単位増えたときのデ

ィビジア指数の増分は、イの労働投入が１単位増えたときのそれに比べて

2 倍になるということである。 

Ｂ ＬはＬ1、…Ｌｎに関し一次同次である。すなわち a を任意の実数として、

Ｌ1、…Ｌｎを一斉にａ倍にすると、Ｌも a 倍となる。 

Ｌ(aＬ1、…aＬｎ)＝aＬ(Ｌ1、…Ｌｎ)  ……② 

これは、すべての生産要素が一斉にａ倍になれば生産量もａ倍になると

いう生産関数についてしばしば想定される仮定を、Ｌ1、…Ｌｎの関数Ｌに

当てはめたものである。一次同次の関数については、ａを任意の実数とし

てａＬ(Ｌ1、…Ｌｎ)＝Ｌ(ａＬ1、…ａＬｎ)であるから、両辺を a で微分す

ることで、 

LሺLଵ,ڮL୬ሻ ൌ
∂L
∂L１

Lଵ＋ڮ＋
∂L
∂L୬

L୬  ڮڮ③ 

が成り立つ（一次同次式に関するオイラーの定理）。 

注 前提Ａは、ｎ種類の労働それぞれに関して、いわゆる限界生産力命題等の成立

を想定すれば成り立つ。今、労働以外の生産要素の投入量は一定とし、生産量Ｙ

はＬ1、…Ｌｎのみの微分可能な関数Ｆで表されるとする。Ｙ＝Ｆ(Ｌ1、…Ｌｎ)で

ある。生産物の価格ｐ、各労働の種類の賃金率ｗ1、…ｗｎは所与（定数）とする。

労働の総賃金コストＣは、Ｃ＝ｗ1Ｌ1＋…＋ｗｎＬｎとなる。利益は、労働以外の

要素の投入に係る費用をＤと置くと、ｐＹ－（Ｃ＋Ｄ）となる。Ｄは、労働以外

の生産要素の投入量は一定としているので一定とする。Ｃは労働投入量Ｌ1、…Ｌｎ

に応じて変わる。今、総賃金コストＣが変わらないという条件の下で、利益 

ｐＹ－（Ｃ＋Ｄ）が最大となるように、各労働の種類の労働投入量が決まるとす

る。そうなる必要条件は、各労働の種類の当該労働投入量における限界生産力∂

Ｆ/∂Ｌi（ｉ=1,…n）が、当該労働の種類の実質賃金率ｗｉ/ｐに等しいことであ

る。これが限界生産力命題である。さらに、生産量Ｙの関数Ｆは、別の１変数の

関数ＧとＬの合成関数になるとする。すなわち、ある１変数の関数Ｇがあって、

生産量Ｙ＝Ｆ(Ｌ1、…Ｌｎ)＝Ｇ(Ｌ(Ｌ1、…Ｌｎ))が成り立つものとする。ＧはＬ

の微分可能な関数でもあるとする。各労働の種類の限界生産力∂Ｆ/∂Ｌiは、Ｆ

がＧとＬの合成関数となることから、∂Ｇ/∂Ｌ×∂Ｌ/∂Ｌiとなる（ｉ=1,…n）。

以上から、次のとおり、①が導かれる。2 番目の等式がＦはＧとＬの合成関数で

あることから、3 番目の等式が限界生産力命題から、それぞれ成立する。 
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なお、①自体は、限界生産力命題の成立を必ずしも必要としない。 

 

等式③の右辺から∂Ｌ/∂Ｌnを括り出し、①の関係を使うと、 

LሺLଵ,ڮL୬ሻ ൌ
∂L
∂L୬

·

∂L
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∂L
∂L୬
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·
1
w୬

· C ڮڮ④

୬
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Ｃは、Ｃ=ｗ1Ｌ1＋…＋ｗnＬnで、労働の総賃金コストである。 

ここで、各労働の種類の労働投入量Ｌiが時間の経過とともに変化した場合に、

ディビジア指数Ｌがどのように変化するのかみる。Ｌ(Ｌ1、…Ｌｎ)の各変数Ｌ1、

…Ｌｎは、時間の経過と共に変化する時刻ｔの微分可能な関数と考える。Ｌ(Ｌ1、

…Ｌｎ)はｔの関数となる。ｔで微分すると、一般に、 

∂L
∂t

ൌ 
∂L
∂L୩

·
∂L୩
∂t

୬

୩ୀଵ

 

が成立する（ｗ1、…、ｗnは時刻ｔの関数とは考えない）。①から 

∂L
∂L୩

ൌ
w୩

w୬
·
∂L
∂L ୬

 

であり、④から 

∂L
∂L୬

ൌ
w୬L
C

 

であるから、 
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·
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すなわち 
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·
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୬
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 ⑤ڮڮ   

となる。⑤式は、ディビジア指数Ｌの満たすべき時刻ｔに関する微分方程式で
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ある。左辺はディビジア指数Ｌの増減率に相当する。ディビジア指数とは、各

労働の種類の労働投入量ＬK（k＝1,…ｎ）の増減率(∂Lk/∂t)／Lk を、当該労

働の種類の賃金コストｗkＬk が総賃金コストＣ＝ｗ1Ｌ1＋…＋ｗnＬn に占める

割合で加重平均したもので増減するものであることを⑤式は示す。そこで、 

・まず、各労働の種類の労働投入量の増減率を、当該労働の種類の賃金コス

トが総賃金コストに占める割合で加重平均する。 

・次に、その加重平均して得た率を累乗し、ある特定時点を 100 とする各時

点の値を得る。 

こうして得た値をディビジア指数とする。 

次に、ディビジア指数の増減率と、各労働の種類の労働投入量の単純な合計

の増減率との関係をみる。そのため、各労働の種類の構成比を使った形に⑤を

書き直す。労働投入量の単純な合計をＢ、各労働の種類の労働投入量の構成比

をｂkと置く。 

Ｂ＝Ｌ1＋…＋Ｌｎ   Ｌk＝Ｂｂk 

である。Ｌk、Ｂ、ｂk はいずれも時刻ｔの関数である。Ｌk＝Ｂｂk の両辺をｔ

で微分すると、 

∂L୩
∂t

＝
∂B
∂t
b୩＋B

∂b୩
∂t

 

これを⑤の右辺に代入する。Ｌk＝Ｂｂkであること、Ｃ＝ｗ1Ｌ1＋…＋ｗnＬnで、 


w୩L୩
C

୬

୩ୀଵ

ൌ 1 

であることに注意して整理すると、⑤は次のとおりとなる。 

∂L
∂t
L
ൌ 

w୩L୩
C

·

∂b୩
∂t
b୩

୬

୩ୀଵ



∂B
∂t
B

 ⑥ڮڮ  

この⑥が、ディビジア指数の増減率（左辺）と各労働の種類の労働投入量の

単純な合計Ｂの増減率との関係がわかるように、⑤を変形した式である。ディ

ビジア指数の増減率は、次の二つの合計であることがわかる。 

ⅰ ⑥右辺第１項 各労働の種類の構成比の増減率∂bk/∂t／bk を、当

該労働の種類の賃金コストの総賃金コストに占める割合ｗkＬk／Ｃで
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加重平均したもの 

ⅱ ⑥右辺第 2 項 労働投入量全体Ｂの増減率 

ⅰが、ディビジア指数の増減率と労働投入全体Ｂの増減率との差で、本文で

「労働の質の変化率」と呼ぶ部分である。 

この⑥式は、各労働の種類の賃金率ｗ1、…ｗｎの加重平均をｗ（全労働者の

平均賃金率） 

ｗ＝（ｗ1Ｌ1＋…＋ｗnＬn）／（Ｌ1＋…＋Ｌn）＝Ｃ／Ｂ 

と置くと、さらに次の⑦に変形される。ここでｗ＝Ｃ／Ｂ、Ｌk＝Ｂｂk、また、

構成比ｂ1、…ｂn の合計は１であるから、各構成比の時刻ｔで微分した編微分

係数の合計は 0 であること、すなわち、 

∂bଵ
∂t

 ڮڮ
∂b୬
∂t

ൌ 0 

を使う。 

∂L
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L
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ሺw୩ െ wሻL୩
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·

∂b୩
∂t
b୩

୬
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∂B
∂t
B

 ⑦ڮڮ  

これから、右辺第１項の正負、つまり労働の質の変化率と呼ぶものの正負は、

各労働の種類の賃金率ｗkと全体の平均ｗの差と、労働の投入量の構成比の増減

率(∂bｋ/∂t)／bｋの大きさなどによって決まることがわかる。 

注 ｗは、ｗ1、…、ｗｎの加重平均であるから、ｗとｗｋとの大小関係は労働の種

類ｋによって様々である。また、∂b1/∂t＋…＋∂bｎ/∂t＝0 であるから、 

∂bk/∂tの正負は労働の種類ｋによって様々である。 

 

特に、 

・賃金率が全体の平均より高い（ｗk＞ｗ）労働の投入量の構成比が上昇 

（∂bｋ/∂t＞0）し、 

・賃金率が全体の平均より低い（ｗk＜ｗ）労働の投入量の構成比が低下 

（∂bｋ/∂t＜0）するとき、 

右辺の第 1 項が正となり、ディビジア指数の増減率が労働投入量全体の増減率

（右辺の第２項）を上回る、つまり、労働の質の変化率と呼ぶ値が正で、労働

の質が上昇することがわかる。賃金率が限界生産力に等しいとすれば、右辺の



 

－285－ 

第１項はまさに「労働の質の変化分」と呼ぶのに相応しいことがわかる。 

注 賃金率が限界生産力に等しいことに加え、限界生産力の高い労働が、質の高い

労働であることも暗に前提としている。ディビジア指数そのものは、賃金の高い

労働者層が相対的に増えれば、労働者数の増加率よりも高い増加率となるように

計算したものでしかない。 

 

また、賃金率が労働の種類に依らない、つまり各ｋでｗk＝ｗのときは、右辺

第 1 項は 0 で、ディビジア指数の増減率は労働投入量全体の増減率と同じであ

ることなどもわかる。 

（計算） 

実際の計算に用いる資料は、賃金構造基本統計調査による一般労働者（短時

間労働者ではない者）の統計で、労働投入量は 6 月末時点の労働者数、賃金率

は 6 月分の所定内給与額である。労働者の種類は、一般労働者の性、学歴、年

齢階級及び勤続年数の別とする。 

⑤（又は⑥）は時刻ｔの微分可能な関数の微分方程式で、これを賃金構造基

本統計調査のような 1 年に 1 回、特定月の統計に当てはめなくてはならない。 

そのため、ｔを年単位の連続変数と考え、⑤を時刻ｔ年からｔ＋1 年まで積

分する。 

න

∂L
∂t
L

୲ାଵ

୲
dt ൌ න

w୩L୩
C

·

∂L୩
∂t
L୩

dt
୲ାଵ

୲

୬

୩ୀଵ

 

すなわち、 

ln൫Lሺt  1ሻ൯ െ ln൫Lሺtሻ൯ ൌ න
w୩L୩
C

·

∂L୩
∂t
L୩

dt
୲ାଵ

୲

୬

୩ୀଵ

 ⑧ڮڮ 

ここで ln は自然対数関数である。 

注 一般にｔの関数 f(t)（＞0）の微分 df/dt をｆで割った（df/dt）／ｆの積分は

ln(f)である。 

න

df
dt
fሺtሻ

ୠ

ୟ
dt ൌ ln൫fሺbሻ൯ െ ln ሺfሺaሻሻ 

また、 

ln൫fሺbሻ൯ െ ln൫fሺaሻ൯ ൌ ln ቆ
fሺbሻ

fሺaሻ
ቇ ؆

fሺbሻ െ fሺaሻ
fሺaሻ
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であるから、ln(f(b))-ln(f(a))は、f(b)の f(a)に対する増減率に相当する。 

 

右辺の∑の中の各項は、積分形の平均値の定理から、0 以上 1 以下のあるθkが

あって、ｔ＋θkにおける 

w୩L୩
C

·

∂L୩
∂t
L୩

 

の値に等しいが、これは、 

1
2
ቆ
w୩L୩
C

ሺt  1ሻ 
w୩L୩
C

ሺtሻቇ ൈ ൫ln൫L୩ሺt  1ሻ൯ െ ln ሺL୩ሺtሻሻ൯ 

で近似される。本文は、ｗkＬk/ＣをＶseta、ＬkをＢsetaと表している。 

実際の計算は、2010 年のディビジア指数であれば、まず性、学歴、年齢階級、

勤続年数の別に次の率を計算し合計する。これが⑧の右辺に相当し、⑧の左辺

ln(L(2010 年))-ln(L(2009 年))の値である。 

１  当該性、学歴、年齢階級、勤続年数 2010 年所定内給与額×労働者数 
― ――――――――――――――――――――――――――――――――― 
２ 性、学歴、年齢階級、勤続年数別 2010 年所定内給与額×労働者数の合計 

当該性、学歴、年齢階級、勤続年数の 2009 年所定内給与額×労働者数 
＋――――――――――――――――――――――――――――――――― 

性、学歴、年齢階級、勤続年数別の 2009 年所定内給与額×労働者数の合計 

×当該性、学歴、年齢階級、勤続年数の 2010 年の労働者数の 2009 年に対する

増減率 

一方、⑥を時刻ｔからｔ＋1 まで積分すると、 

න

∂L
∂t
L

୲ାଵ

୲
dt ൌ න

w୩L୩
C

·

∂b୩
∂t
b୩

dt  න

∂B
∂t
B

୲ାଵ

୲

୲ାଵ

୲

୬

୩ୀଵ

dt    

すなわち、 

ln൫Lሺt  1ሻ൯ െ ln൫Lሺtሻ൯

ൌ න
w୩L୩
C

·

∂b୩
∂t
b୩

dt
୲ାଵ

୲

୬

୩ୀଵ

 ln൫Bሺt  1ሻ൯ െ ln ሺBሺtሻሻ ڮڮ⑨ 

右辺の ln(B(t+1))-ln(B(t))は、2010 年のディビジア指数でいえば、賃金構造
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基本統計調査による 2010 年と 2009 年の一般労働者数の対数値の差（一般労働

者数の増減率）である。この⑨式より、先に求めた 

ln(L(2010 年))-ln(L(2009 年)) 

からこの ln(B(2010 年))-ln(B(2010 年))を差し引いて得た値が、 

ቄln ቀL൫2010年൯ቁ െ ln ቀL൫2009年൯ቁቅ െ ቄln ቀB൫2010年൯ቁ െ ln ሺB൫2009年൯ሻቅ

ൌ න
w୩L୩
C

·

∂b୩
∂t
b୩

dt
ଶଵ

ଶଽ

୬

୩ୀଵ

 

であるから、2009 年から 2010 年にかけての労働の質の変化率に相当する値と

なる。 

 

（本文 表 3－2 について） 

こうして求めた各年の労働の質の変化率を累積する（「１＋変化率」を掛け

合わせる）ことで、特定年（2005 年）を 100 とする各年の労働の質を表す指数

を求める。これが表 3－2 の左側の列である。表 3－2 の真中の列は、総務省「労

働力調査」による各年の年平均就業者数を、特定年（2005 年）を 100 とする指

数に直したものである。最後に、労働の質の変化を表す指数と就業者数を表す

指数を乗じて 100 で割り、特定年（2005 年）を 100 とする「労働の質を考慮し

た就業者数」の指数とする。これが表 3－2 の右側の列である。計算過程の四捨

五入の関係で、1 列目と 2 列目の積が 3 列目と必ずしも一致しない。 

なお、表 3－2 の右側の列の「労働の質を考慮した就業者数」は、先に賃金

構造基本統計調査を使って求めた⑧のＬではない。賃金構造基本統計調査の一

般労働者について求めた「労働の質の変化率」をそのまま、労働力調査の就業

者数に当てはめて得たものである。また、「労働の質を考慮した就業者数」の指

数は、⑧、⑨式に即せば、就業者数を表す指数（真中の列）について対数値の

差をとり、それに左側の列の指数の増減率（労働の質の変化率）を加えて得た

値ｘの指数関数値 exp(x)で増減させて得るところである。しかし、本文表 3-2

は近似計算で、左側の列の指数×真中の列の指数÷100 として得ている。 
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補注2 7.6 フロー確率行列の収束について 

 

（本書の範囲では３次の正方行列について収束を示せば事足りるが、一般に

成り立つ性質なので、一般の行列について説明する。） 

n 次元の正方行列  ijaA について 0ija ， 1
1




n

i
ija とする。 

１）正値、列和の継承性 

この行列の m 乗を  )(m
ij

m aA  と書くことにすれば 

AAAAA mmm 1
 であるので 




 
n

k
kj

m
ik

n

k

m
kjik

m
ij aaaaa

1

)(

1

)()1(
 となり、 

0)( m
ija ， 1

1

)( 


n

i

m
ija  が成立すれば、 

0)1( m
ija  は明らかであり、 

1
1

)(

1 1

)(

1 1

)(

1 1

)(

1

)1( 







  

   


n

k

m
kj

n

k

n

i
ik

m
kj

n

k

n

i

m
kjik

n

i

n

k

m
kjik

n

i

m
ij aaaaaaaa

となる。 

従って、数学的帰納法により、全ての m について 0)( m
ija ， 1

1

)( 


n

i

m
ija と

なる。 
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２）各行の最大値、最小値の評価 

行列 A の要素 ija の最小値を  とする。 

A の列和が１であるので、
n

1
0    ――――（１） 

が成立する。また、
mA の i 行

)(m
ika  (k ＝1,2,…,n)の最大値を

)(m
ig 、最小

値を
)(m

il とし、この時実際に最大値、最小値を取る k の値（の代表）をそれ

ぞれ gk 、 lk とする。 

AAA mm 1
 における i 行を考えてみる。 















































nnnjn

knkjkj

nj

m
in

m
i

m
i

aaa

aaa

aaa

aaa





















1

1111

)()(
2

)(
1

 




 
l

l

l

ll
kk

kj
m

ikjk
m

i
kk

kj
m

ik

n

k
jk

m
ikkj

m
ik

m
ij aaalaaaaaaa )()()(

1

)()()1(
 

右辺の第２項を
)(m

ig で評価すると 

 



n

k
kj

m
ijk

m
i

m
i

kk
kj

m
ijk

m
i

m
ij agaglagala

l

l

l

1

)()()()()()1( )(  

)()()( )()()()()()()()()( m
i

m
i

m
i

m
i

m
ijk

m
i

m
ijk

m
i

m
i lgglgaggagl

ll
  ――（２） 

同様にして
)(m

il で評価すると、 

k1
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g

g

g

gg
kk

kj
m

ikjk
m

i
kk

kj
m

ik

n

k
jk

m
ikkj

m
ik

m
ij aaagaaaaaaa )()()(

1

)()()1(
 

 


n

k
kj

m
ijk

m
i

m
i

kk
kj

m
ijk

m
i alalgalag

g

g

g

1

)()()()()( )(  

)()( )()()()()()( m
i

m
i

m
i

m
ijk

m
i

m
i lgllalg

g
   ――――（３） 

（２）、（３）は、
mA の各 i 行を（n 個の個別ウェイトで）加重平均したも

のとなっている
1mA の各 i 行は、①

mA の i 行の最大値、②
mA の i 行の

最小値及び③（ウェイトである） A の最小値という（i に依存する）３つの

要素のみで評価できることを表している。 

 

３）各行の最大値、最小値の収束 

（２）、（３）により
1mA の各 i 行の

)1( m
ija  (j ＝1,2,…,n)について以下の不

等式が成立する。 

)()( )()()()1()()()( m
i

m
i

m
i

m
ij

m
i

m
i

m
i lggalgl     

これにより、最大値、最小値の定義から直ちに以下の不等式が成り立つ。 

)()( )()()()1()1()1()()()( m
i

m
i

m
i

m
i

m
ij

m
i

m
i

m
i

m
i lgggallgl      

                         ――（４） 

また、 0)()(  m
i

m
i lg より 

)( )()()()( m
i

m
i

m
i

m
i lgll    と 

)()()()( )( m
i

m
i

m
i

m
i glgg   は明らかである。 

 

従って、数列
)(m

ig と
)(m

il とはそれぞれ単調有界数列となり極限が存在する。 
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４）行列の収束 

上記で存在が確認できた数列
)(m

ig と
)(m

il の極限をそれぞれ ig 、 il とする。 

この時 ii lg  となることが以下のようにして示される。 

（４）式により、 

 

)( )()()()1( m
i

m
i

m
i

m
i lggg    

)( )()()()1( m
i

m
i

m
i

m
i lgll     

辺々をそれぞれ足し合わせれば 

))(21()(2 )()()()()()()1()1( m
i

m
i

m
i

m
i

m
i

m
i

m
i

m
i lglglglg     

よって 

 

)()21(0 )1()1()1()1(
ii

mm
i

m
i lglg     ――――（５） 

 

（１）により、 2n であれば 1210   となるので、 

m の時（５）式の右辺 0 となり、 ii lg  となる。 

（ 1n の場合は  1A となり、自明。） 

この極限値を改めて i と書けば、（４）式は i 行の各要素
)1( m

ija が全て i に

収束することを表している。 

従って m の時の
mA の極限を *A と書けば 





















n

A














ｎ

２２

１1

*
 となり、 0i かつ 1

1




n

i
i 。 

さらに、 


 
n

k

m
kjik

m
ij aaa

1

)()1(
の極限を考えると 





n

k
kiki a

1

 ――――（６） 

となる。 
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５）状態ベクトルの極限 

状態ベクトルをフロー確率行列 A を用いて )0()( XAtX t （ ,2,1t ）

で定義すれば、その初期値 )0(X に依存する極限 )0(
*

XX は 

)0()0()()0()( *
)0(

*
limlimlim XAXAXAtXX t

t

t

tt
X 


となる。 

)0(X の成分について 1)0(
1




n

j
jx が成り立っているので、

)0(*
)0(

* XAX X  の各成分 )0(
*

Xjx は 

j

n

i
ij

n

i
ijXj xxx   

 11
)0(

* )0()0( となり、 

 

実は初期値に関係なく一定の状態に収束する。 

その初期値 )0(X に依存しない極限を改めて
*X と書く。 

 

６）定常状態 

** XA の第 i 成分を考えてみると i

n

j
ji

n

j
ji   

 11

となり

*** XXA  となっている。 

また、同様に
*AX の第 i 成分を考えると



n

j
jija

1

 となり（６）式によりこ

れは i に等しくなり 
** XAX   となっている。 

つまり、
*X は A と *A の両方に対応した定常状態となっている。 



 

－293－ 

補注3 7.6 １か月未満の流出入を考慮したフロー確率行列について 

 

「単位期間内のｊからｉへの移動件数は、ｊの人数に比例する」を仮定する。

時点ｔから時点ｔ＋Δｔまでの移動件数は、ｊからｉへの変化の比例係数を ijr
とすると、流出分と流入分を考えることにより、 

)}()({)()( txrtxrttxttx
ji

iji
ji

jijjj 


  となる。 

ここで 



ji

ijjj rr 1  と定義すれば 

)}()()1{()()( txrtxrttxttx
ji

ijijjjjj 


 ―――（１） 


















333231

232221

131211

rrr

rrr

rrr

R  とおけば（１）式の行列表示は I を単位行列として 

)()()()( tXIRttXttX   となる。 

従って、 )()(
)()(

tXIR
t

tXttX





 

0t  とすると 

)()(
)(

tXIR
dt

tdX
  ―――（２） 

ここで、一般の正方行列 F に対して、整級数


0k

k
k xc （収束半径をρ＞０

とする）が与えられた時に、行列


0k

k
k Fc を各要素ごとの無限級数を要素と 

して持つ行列として定義すれば、F の固有値の絶対値が全てρより小さい時

（すなわち F のノルム F がρより小さい時）この行列（の要素である各級
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数）は収束することが知られている。 

従って、 





0 !k

k
x

k

x
e  の収束半径は∞なので、任意の F に対して 







0 !k

k
F

k

F
e  が定義できる。（ただし、 IF 0

 ） この時 GFFG 

が成り立てば、 GFGF eee   となることも知られている。 

このことを使えば微分方程式（２）の基本解は 

k

k

k
IRt IR

k

t
e )(

!0

)(  





 （ただし、任意の t について 10 t ） 

で与えられる。 

（項別微分すれば

k

k

k
k

k

k
k

k

kIRt

IR
k

t
IRIR

k

t
IRIR

k

t

dt

de
)(

!
)()(

)!1(
)()(

)!1( 0

1

1

1

1

1)(







 














 

となることがわかる。） 

従って、 )0(X を初期ベクトルとすれば、 0t の時 

k

k

k
IRt IR

k

t
e )(

!0

)(  





は I となるので、 

  )0()( )( XetX IRt   ―――― （３） 

は初期条件を満たす（２）の解であることが確認できる。 

（３）で 1 Tt  とすれば  

)()0()0()0()1( )()()())(1( TXeXeeXeXeTX IRIRTIRIRTIRIRT  
 

)()1( TAXTX  であったので 

 )( IReA   ――――― （４） 

となる。 

ここで対数関数のマクローリン展開 
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k

k

k

x
k

x 







1

1)1(
)1log(  （ 1x ）を考えると、対応する行列 F の 

級数表現は 

k

k

k

F
k

FI 







1

1)1(
)log(  （ 1F ）となり、この行列は 

FIe FI  )log(  を満たす。 

F のノルム F の評価は 



n

j
ij

ni

fF
11

max  （ ijf は F の要素）となる 

ので、 

A がマルコフ行列であること（要素の非負性及び行和が１となること）を考

慮すれば 

1)1(21111  


jjjjjj
ji

ijjj
ji

ijjj aaaaaaa  

であれば上記のノルムの条件を満たす。従って、例えば A の対角成分が全て

0.5 より大きい時に 

)log( A  は 
k

k

k

IA
k

IAIA )(
)1(

))(log()log(
1

1




 






 

により定義できることがわかる。 

従って、行列 R は（４）式より 

)log( AIR   すなわち 

 )log( AIR   ――――（５） 

と表せる。 

 

次に、 B の定常状態について考える。 

期間Ｔから期間Ｔ＋1 までのｊからｉへの移動総件数は ijr と )(txj を使って  


1

)(
T

T jij dttxr  と表せるので B の（ｉ，ｊ）成分（ｉ≠ｊ）は、 
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)(

)(

)(

)(
11

Tx

dttx
r

Tx

dttxr
b

j

T

T j

ij
j

T

T jij

ij




 となる。 

積分の平均値の定理を使えば )10()()(
1




TTj

T

T j Txdttx  　　
 

と評価できるので、状態ベクトル )(tX が定常状態に近づけば ijij rb  とな

る。 

また、この時 jjr の定義より jjjj rb   は明らかで、結局 RB   と

なる。従って定常状態においては RB   となる。 

 

A の定常ベクトル
*X について OXIA  *)( （O は零ベクトル）を考

慮して
*BX を計算してみると、 B の定常状態では RB  であるので、 

 

**

1

1
**

1

1
* )(

)1(
)(

)1(
XXIA

k
XXIA

k
IBX k

k

k
k

k

k















 











 

 

となり
*X は )( RB  の定常ベクトルともなっていることが確認できる。 
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補注4 7.6 失業継続期間の推計について 

 

「失業継続期間」とは失業が発生してから失業状態が終了するまでの期間の

期待値（平均的な失業期間）である。 

失業が発生してから t期間継続する確率を )(tP 、失業継続期間をT とすると、 





0

)( dttPT  となる。 

 このことは次のようにして確かめられる。 

 t 期間継続する確率 )(tP とは、失業発生時を時点 0 として時点 t で失業が

続いているものの割合となる。 

 一方、失業の終了の確率密度関数を )(tf とすれば、時点 T までに失業が

終了する累積確率 )( TtPob  は 


T

dttfTtPob
0

)()(  で与えられる。 

この時 )(
)(

Tf
dT

TtdPob



となり、T は確率変数の期待値の定義に

従うと 



0

)( dtttfT となる。 

また、 )(tP と )( TtPob  の関係を考えると、 





T

TT
dttfdttfdttfdttfTtPobTP )()()()(1)(1)(

000

となり（ 1)(
0




dttf ）、 )(
)(

tf
dt

tdP
 となる。 

 上記の準備の下で、 


0
)( dttP について考える。 







S

S

dttPdttP
00

)()( lim  であるので、 
S

dttP
0

)( について考えて

みる。部分積分すれば 
 
 

   
 S

S

SSS
dtttfdttfSdt

dt

tdP
tttPdttP

0000
)()(

)(
)()(   
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一方、失業からの流出率が一定だと仮定すると、継続失業者についても流出

率は等しいという自然な仮定の下で、t 時点での継続失業者数を )(tu 、（共通

の）流出率を r とすれば微分方程式 

 )(
)(

tru
dt

tdu
  が成り立つ。 

これを解けば )0()exp()( urttu  となる。 

定義を考えれば
)0(

)(
)(

u

tu
tP   であるので、結局、 

)exp()( rttP   となり、

rr

rt
dtrtdttP

1)exp(
)exp()(

0
00





 





  となる。 

流出先を考えると流出率は 3212 bbr   となるので 

 

 を得る。

 
 

  

3212

1

bb
T


 

3212

u

bb u u

ここで、被積分区間では tS  であることに注意して 


S
dttfS )(  を評価す

ると（ 



0

)( dtttfT  の収束を仮定して） 

0)()()()(0
0 0

  
 S

SS
dtttfdtttfdtttfdttfS  （ S ） 

従って、 S  の時 TdtttfdttP
S

 


00
)()(  を得る。 
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