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III. 補注 

 

補注1 3.2 ディビジア労働投入量の離散近似について 

 

  最初に ∑=
i

ii BAL ―――（１） 

で定義される労働投入コストについて考える。 
（ A は所定内賃金、 B は労働者数、 i は性、学歴、勤続年数及び年齢階級の

組み合わせを表す添え字） 
 
時間微分をドットで表すと 
 

)(∑ +=
i

iiii BABAL &&& となり 

∑∑∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=+=+=
i

ii

i

i

i

ii

i i

iii

i

ii

i

iiii

L
BA

B
B

A
A

L
B

B
BA

L
A

A
BA

L
BA

L
BA

L
L ))(()()(

&&&&&&&

ここで i

i
ii

iiii v
BA

BA
L
BA

==
∑

と書けば 

∑ +=
i i

i

i

i
i B

B
A
A

v
L
L )(

&&&
―――（２） となる。 （ iv の定義より 1=∑

i
iv ） 

 (２)式の右辺のうち、所定内賃金の変化率を表す

i

i

A
A&

を無視すれば賃金の変

動を取り除くことができ、労働者数の変化の影響のみを分析することができ

る。 
 

 B を ∑=
i

iBB で定義し、 BbB ii =  と書けば 

B
B

b
b

B
B

i

i

i

i
&&&

+=  となる。 

従って、(２)式の右辺の

i

i

A
A&

を取り除いた部分については 1=∑
i

iv を使うと 
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B
B

b
bv

B
B

b
bv

i i i

i
i

i

i
i

&&&&
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=+∑ ∑)( ――――（３）となり、 

 
（３）式の右辺の第１項を労働の質の変化率と本書では呼んでいる。 

（３）式の右辺の第１項を用いて（記号の濫用で再び L を使用して）新たに
L
L&

を定義すれば、ディビジア労働投入量 L を微分方程式で定義したことになる。 

∑=
i i

i
i b

b
v

L
L &&

――――（４） 

 
（４）の両辺を時間 t で TT Δ− からT まで積分すると 
 

dt
dt
db

b
v

dt
dt
db

b
v

dt
dt
dL

L
i

i

T

TT
i

iiT

TT
i i

iT

TT ∑∫∫ ∑∫ Δ−Δ−Δ−
==

1
――――（５） 

（５）の右辺の各 i について
dt
dbi

の被積分区間での定符号性を仮定すると積

分の平均値の定理が適用でき、（５）は 
 

=Δ−− )(ln)(ln TTLTL { })(ln)(ln)( TTbTbTTv iii
i

i Δ−−Δ−∑ θ ――（６） 

 （各 i について 10 ≤≤ iθ ） 

となる。 

（ )( TTv ii Δ−θ は、 iv を時間の関数と考えたとき、その関数が区間

[ ]TTT ,Δ− で取る値のいずれかである。） 

（６）式で 1=ΔT の時を考えると、時点 iT θ− での関数 iv の値としては実 

測できる時間 1−T とT の時点の値の平均を採用することが実際的であるの 

で、結局、離散近似は 

{ })1(ln)(ln
2

)1()(
)1(ln)(ln −−

−+
=−− ∑ TbTb

TvTv
TLTL ii

i

ii  

となる。 
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補注2 3.2 労働サービスのディビジア指数について 

 

今、 S を iS （ ni ,,1L= ）の関数と考える。 

),,( 1 nSSSS L=  （この時点では関数形を仮定していない。） 

この時 Sln を iSln （ ni ,,1L= ）の関数と考え時間 t で微分すると 
 

dt
Sd

S
S

dt
Sd i

i

ln
ln
lnln ∑∂

∂
=  

 
よって時間微分をドットで表せば 
 

i

i

i S
S

S
S

S
S &&
∑∂

∂
=

ln
ln

 ─────（１） 

 
となる。 
また、合成関数の微分を考えると 
 

S
S

S
S

Sd
dS

S
S

dS
Sd

S
S i

ii

i

ii ∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

ln
ln

ln
ln

 ─────（２） 

 
となる。ここで労働サービスの投入について、完全競争下の限界生産力の仮

定により、偏微分係数は単位労働当たりの賃金（ w）の比で表されるとする

と 
 

w
w

S
S i

i
=

∂
∂

となり （２）により  

 

wS
Sw

S
S ii

i
=

∂
∂
ln
ln

 ─────（３） 

 
となる。 
（３）式の右辺の分子は労働サービス iS に必要な労働コストであり、分母は

労働サービス S に必要な労働コストであるので、 iS のコストシェアを表し

ている。 

（３）式の右辺を iv と書き（１）に代入すると、 
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i

i
i S

Sv
S
S &&
∑=  となる。 
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補注3 7.6 フロー確率行列の収束について 

 

（本書の範囲では３次の正方行列について収束を示せば事足りるが、一般に

成り立つ性質なので、一般の行列について説明する。） 

n 次元の正方行列 ( )ijaA = について 0>ija ， 1
1

=∑
=

n

i
ija とする。 

１）正値、列和の継承性 

この行列の m 乗を ( ))(m
ij

m aA = と書くことにすれば 

AAAAA mmm ==+1
 であるので 

∑∑
==

+ ==
n

k
kj

m
ik

n

k

m
kjik

m
ij aaaaa

1

)(

1

)()1(
 となり、 

0)( >m
ija ， 1

1

)( =∑
=

n

i

m
ija  が成立すれば、 

0)1( >+m
ija  は明らかであり、 

1
1

)(

1 1

)(

1 1

)(

1 1

)(

1

)1( ==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=== ∑∑ ∑∑∑∑∑∑

== == == ==

+
n

k

m
kj

n

k

n

i
ik

m
kj

n

k

n

i

m
kjik

n

i

n

k

m
kjik

n

i

m
ij aaaaaaaa

となる。 

従って、数学的帰納法により、全ての m について 0)( >m
ija ， 1

1

)( =∑
=

n

i

m
ija と

なる。 

 

２）各行の最大値、最小値の評価 

行列 A の要素 ija の最小値を γ とする。 

A の列和が１であるので、
n
10 ≤< γ  ――――（１） 
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が成立する。また、
mA の i 行 )(m

ika  (k ＝1,2,…,n)の最大値を
)(m

ig 、最小値

を
)(m

il とし、この時実際に最大値、最小値を取る k の値（の代表）をそれぞ

れ gk 、 lk とする。 

AAA mm =+1
 における i 行を考えてみる。 
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⎟
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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knkjkj
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m
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m
i

m
i
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MMM
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MMM
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LLLLLL

MMM

L

MMM

LLLLLL

1

1111

)()(
2

)(
1  

∑∑∑
≠≠=

+ +=+==
l

l

l

ll
kk

kj
m

ikjk
m

i
kk

kj
m

ik

n

k
jk

m
ikkj

m
ik

m
ij aaalaaaaaaa )()()(

1

)()()1(  

右辺の第２項を
)(m

ig で評価すると 

=+−=+≤ ∑∑
=≠

+
n

k
kj

m
ijk

m
i

m
i

kk
kj

m
ijk

m
i

m
ij agaglagala

l

l

l
1

)()()()()()1( )(  

)()()( )()()()()()()()()( m
i

m
i

m
i

m
i

m
ijk

m
i

m
ijk

m
i

m
i lgglgaggagl

ll
−−≤−−=+− γ ――（２） 

同様にして
)(m

il で評価すると、 

∑∑∑
≠≠=

+ +=+==
g

g

g

gg
kk

kj
m

ikjk
m

i
kk

kj
m

ik

n

k
jk

m
ikkj

m
ik

m
ij aaagaaaaaaa )()()(

1

)()()1(  

=+−=+≥ ∑∑
=≠

n

k
kj

m
ijk

m
i

m
i

kk
kj

m
ijk

m
i alalgalag

g

g

g
1

)()()()()( )(  

k1
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)()( )()()()()()( m
i

m
i

m
i

m
ijk

m
i

m
i lgllalg

g
−+≥+− γ  ――――（３） 

（２）、（３）は、
mA の各 i 行を（n 個の個別ウェイトで）加重平均したも

のとなっている
1+mA の各 i 行は、①

mA の i 行の最大値、②
mA の i 行の最

小値及び③（ウェイトである） A の最小値という（i に依存する）３つの要

素のみで評価できることを表している。 

 

３）各行の最大値、最小値の収束 

（２）、（３）により
1+mA の各 i 行の

)1( +m
ija  (j ＝1,2,…,n)について以下の不

等式が成立する。 

)()( )()()()1()()()( m
i

m
i

m
i

m
ij

m
i

m
i

m
i lggalgl −−≤≤−+ + γγ  

これにより、最大値、最小値の定義から直ちに以下の不等式が成り立つ。 

)()( )()()()1()1()1()()()( m
i

m
i

m
i

m
i

m
ij

m
i

m
i

m
i

m
i lgggallgl −−≤≤≤≤−+ +++ γγ   

                         ――（４） 

また、 0)()( ≥− m
i

m
i lg より 

)( )()()()( m
i

m
i

m
i

m
i lgll −+≤ γ  と 

)()()()( )( m
i

m
i

m
i

m
i glgg ≤−−γ  は明らかである。 

 

従って、数列
)(m

ig と
)(m

il とはそれぞれ単調有界数列となり極限が存在する。 

 

４）行列の収束 

上記で存在が確認できた数列
)(m

ig と
)(m

il の極限をそれぞれ ig 、 il とする。 

この時 ii lg = となることが以下のようにして示される。 

（４）式により、 
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)( )()()()1( m
i

m
i

m
i

m
i lggg −−≤+ γ  

)( )()()()1( m
i

m
i

m
i

m
i lgll −−−≤− + γ  

辺々をそれぞれ足し合わせれば 

))(21()(2 )()()()()()()1()1( m
i

m
i

m
i

m
i

m
i

m
i

m
i

m
i lglglglg −−=−−−≤− ++ γγ  

よって 
 

)()21(0 )1()1()1()1(
ii

mm
i

m
i lglg −−≤−≤ ++ γ  ――――（５） 

 

（１）により、 2≥n であれば 1210 <−≤ γ となるので、 

∞→m の時（５）式の右辺 0→ となり、 ii lg = となる。 

（ 1=n の場合は ( )1=A となり、自明。） 

この極限値を改めて iα と書けば、（４）式は i 行の各要素
)1( +m

ija が全て iα に

収束することを表している。 

従って ∞→m の時の
mA の極限を *A と書けば 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n

A

αα

αα
αα

L

MLM

L

L

ｎ

２２

１1

*
 となり、 0>iα かつ 1

1
=∑

=

n

i
iα 。 

さらに、 ∑
=

+ =
n

k

m
kjik

m
ij aaa

1

)()1(
の極限を考えると 

∑
=

=
n

k
kiki a

1
αα ――――（６） 

 
となる。 
 

５）状態ベクトルの極限 

状態ベクトルをフロー確率行列 A を用いて )0()( XAtX t= （ L,2,1=t ）

で定義すれば、その初期値 )0(X に依存する極限 )0(
*

XX は 
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)0()0()()0()( *
)0(

* limlimlim XAXAXAtXX t

t

t

tt
X ====

∞→∞→∞→
となる。 

)0(X の成分について 1)0(
1

=∑
=

n

j
jx が成り立っているので、

)0(*
)0(

* XAX X = の各成分 )0(
*

Xjx は 

j

n

i
ij

n

i
ijXj xxx ααα === ∑∑

== 11
)0(

* )0()0( となり、 

 
実は初期値に関係なく一定の状態に収束する。 

その初期値 )0(X に依存しない極限を改めて
*X と書く。 

 

６）定常状態 

** XA の第 i 成分を考えてみると i

n

j
ji

n

j
ji ααααα == ∑∑

== 11
となり

*** XXA = となっている。 

また、同様に
*AX の第 i 成分を考えると∑

=

n

j
jija

1

α となり（６）式によりこ

れは iα に等しくなり 
** XAX =  となっている。 

つまり、
*X は A と *A の両方に対応した定常状態となっている。 
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補注4 7.6 １か月未満の流出入を考慮したフロー確率行列について 

 
「単位期間内のｊからｉへの移動件数は、ｊの人数に比例する」を仮定する。

時点ｔから時点ｔ＋Δｔまでの移動件数は、ｊからｉへの変化の比例係数を ijr
とすると、流出分と流入分を考えることにより、 

)}()({)()( txrtxrttxttx
ji

iji
ji

jijjj ∑∑
≠≠

⋅+⋅−⋅Δ=−Δ+  となる。 

ここで ∑
≠

−=
ji

ijjj rr 1  と定義すれば 

)}()()1{()()( txrtxrttxttx
ji

ijijjjjj ∑
≠

⋅+⋅−⋅Δ=−Δ+ ―――（１） 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

rrr
rrr
rrr

R  とおけば（１）式の行列表示は I を単位行列として 

)()()()( tXIRttXttX −⋅Δ=−Δ+  となる。 

従って、 )()()()( tXIR
t

tXttX
−=

Δ
−Δ+

 

0→Δt  とすると 

)()()( tXIR
dt

tdX
−=  ―――（２） 

ここで、一般の正方行列 F に対して、整級数∑
∞

=0k

k
k xc （収束半径をρ＞０と

する）が与えられた時に、行列∑
∞

=0k

k
k Fc を各要素ごとの無限級数を要素と

して持つ行列として定義すれば、 F の固有値の絶対値が全てρより小さい時

（すなわち F のノルム F がρより小さい時）この行列（の要素である各級

数）は収束することが知られている。 

従って、 ∑
∞

=

=
0 !k

k
x

k
xe  の収束半径は∞なので、任意の F に対して 

∑
∞

=

=
0 !k

k
F

k
Fe  が定義できる。（ただし、 IF =0

 ） この時 GFFG =



 

－288－ 

が成り立てば、
GFGF eee =+
 となることも知られている。 

このことを使えば微分方程式（２）の基本解は 

k

k

k
IRt IR

k
te )(

!0

)( −= ∑
∞

=

−
 （ただし、任意の t について 10 =t ） 

で与えられる。 
（項別微分すれば

k

k

k
k

k

k
k

k

kIRt

IR
k
tIRIR

k
tIRIR

k
t

dt
de )(

!
)()(

)!1(
)()(

)!1( 0

1

1

1

1

1)(

−−=−
−

−=−
−

= ∑∑∑
∞

=

−
∞

=

−∞

=

−−
 

となることがわかる。） 
従って、 )0(X を初期ベクトルとすれば、 0=t の時 

k

k

k
IRt IR

k
te )(

!0

)( −= ∑
∞

=

−
は I となるので、 

  )0()( )( XetX IRt −=  ―――― （３） 
は初期条件を満たす（２）の解であることが確認できる。 
（３）で 1+= Tt  とすれば  

)()0()0()0()1( )()()())(1( TXeXeeXeXeTX IRIRTIRIRTIRIRT −−−−+−−+ ====+
)()1( TAXTX =+ であったので 

 
)( IReA −=  ――――― （４） 

となる。 
ここで対数関数のマクローリン展開 

k

k

k

x
k

x ∑
∞

=

−−
=+

1

1)1()1log(  （ 1<x ）を考えると、対応する行列 F の級

数表現は 

k

k

k

F
k

FI ∑
∞

=

−−
=+

1

1)1()log(  （ 1<F ）となり、この行列は 

FIe FI +=+ )log(
 を満たす。 

F のノルム F の評価は ∑
=≤≤

=
n

j
ij

ni
fF

11
max  （ ijf は F の要素）となる

ので、 
A がマルコフ行列であること（要素の非負性及び行和が１となること）を考

慮すれば 
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1)1(21111 <−⋅=−+−=+−=+− ∑∑
≠≠

jjjjjj
ji

ijjj
ji

ijjj aaaaaaa  

であれば上記のノルムの条件を満たす。従って、例えば A の対角成分が全て

0.5 より大きい時に 

)log(A  は 
k

k

k

IA
k

IAIA )()1())(log()log(
1

1

−
−

=−+= ∑
∞

=

−

 

により定義できることがわかる。 
従って、行列 R は（４）式より 

)log(AIR =−  すなわち 

 )log(AIR +=  ――――（５） 
と表せる。 
 
次に、 B の定常状態について考える。 
期間Ｔから期間Ｔ＋1 までのｊからｉへの移動総件数は ijr と )(tx j を使って  

∫
+1

)(
T

T jij dttxr  と表せるので B の（ｉ，ｊ）成分（ｉ≠ｊ）は、 

)(

)(

)(

)(
11

Tx

dttx
r

Tx

dttxr
b

j

T

T j

ij
j

T

T jij

ij
∫∫

++

== となる。 

積分の平均値の定理を使えば )10()()(
1

<<+=∫
+

TTj

T

T j Txdttx θθ 　　 と

評価できるので、状態ベクトル )(tX が定常状態に近づけば ijij rb → となる。 

また、この時 jjr の定義より jjjj rb →  は明らかで、結局 RB →  

となる。従って定常状態においては RB =  となる。 
 

A の定常ベクトル
*X について OXIA =− *)( （Oは零ベクトル）を考慮

して
*BX を計算してみると、 B の定常状態では RB = であるので、 

 

**

1

1
**

1

1
* )()1()()1( XXIA

k
XXIA

k
IBX k

k

k
k

k

k

=−
−

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+= ∑∑

∞

=

−∞

=

−

 

 
となり

*X は )( RB = の定常ベクトルともなっていることが確認できる。 



 

－290－ 

補注5 7.6 失業継続期間の推計について 

 

「失業継続期間」とは失業が発生してから失業状態が終了するまでの期間の

期待値（平均的な失業期間）である。 

失業が発生してから t 期間継続する確率を )(tP 、失業継続期間をT とすると、 

∫
∞

=
0

)( dttPT  となる。 

 このことは次のようにして確かめられる。 

 t 期間継続する確率 )(tP とは、失業発生時を時点 0 として時点 t で失業が

続いているものの割合となる。 

 一方、失業の終了の確率密度関数を )(tf とすれば、時点 T までに失業が

終了する累積確率 )( TtPob ≤ は 

∫=≤
T

dttfTtPob
0

)()(  で与えられる。 

この時 )()( Tf
dT

TtdPob
=

≤
となり、T は確率変数の期待値の定義に

従うと ∫
∞

=
0

)( dtttfT となる。 

また、 )(tP と )( TtPob ≤ の関係を考えると、 

∫∫∫∫
∞∞

=−=−=≤−=
T

TT
dttfdttfdttfdttfTtPobTP )()()()(1)(1)(

000

となり（ 1)(
0

=∫
∞

dttfQ ）、 )()( tf
dt

tdP
−= となる。 

 上記の準備の下で、 ∫
∞

0
)( dttP について考える。 

∫∫
→∞

∞
=

S

S
dttPdttP

00
)()( lim  であるので、 ∫

S
dttP

0
)( について考えて

みる。部分積分すれば 
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一方、失業からの流出率が一定だと仮定すると、継続失業者についても流出

率は等しいという自然な仮定の下で、t 時点での継続失業者数を )(tu 、（共通

の）流出率を r とすれば微分方程式 

 )()( tru
dt

tdu
−=  が成り立つ。 

これを解けば )0()exp()( urttu −= となる。 

定義を考えれば
)0(
)()(

u
tutP =  であるので、結局、 

)exp()( rttP −=  となり、

rr
rtdtrtdttP 1)exp()exp()(

0
00

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
−=−=

∞
∞∞

∫∫  となる。 

流出先を考えると流出率は 3212 bbr +=  となるので 

 

 を得る。

 
 

  

3212

1
bb

T
+

= =
3212

u
bb +u u

[ ] ∫∫∫∫ +=−=
∞ S

S

SSS
dtttfdttfSdt

dt
tdPtttPdttP

0000
)()()()()(   

ここで、被積分区間では tS ≤ であることに注意して ∫
∞

S
dttfS )(  を評価

すると（ ∫
∞

=
0

)( dtttfT  の収束を仮定して） 

0)()()()(0
0 0

→−=≤≤ ∫ ∫∫∫
∞∞∞ S

SS
dtttfdtttfdtttfdttfS  （ ∞→S ） 

従って、 ∞→S  の時 TdtttfdttP
S

=→ ∫∫
∞

00
)()(  を得る。 
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